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ANISOTROPIC ROCKS
Мета. Теоретичне дослідження процесів поширення теплового потоку в гірських породах.
Методика. Досліджені методи термодинаміки нафтового пласта, підземної гідрогазомеханіки та ізотропуючої де-

формації простору.
Результати. Описана методика теплових способів дії на пласт у залежності від мети та місця дії. Дані способи 

розділені на три групи: а) дії на призабійну зону пласта; б) на пласт у цілому; в) у стволі свердловини. Вирішені за-
вдання оцінки відстані поширення теплового фронту в часі, кількості необхідної теплоти для цього, зокрема: поши-
рення теплового фронту у вертикальному напрямку (аналогічно завданню з визначення втрат теплоти через покрів-
лю та підошву пласта); те ж з урахуванням природного теплового потоку з надр Землі;  плоско-радіального кондук-
тивного нагріву; сферично-радіального кондуктивного нагріву анізотропних гірських порід.

Наукова новизна. Уперше досліджене питання кондуктивного нагріву однорідних і анізотропно-неоднорідних 
гірських порід з виділенням вертикальних, плоско-радіальних і сферично-радіальних потоків (останній об'єднує пе-
рші два) з урахуванням природного теплового потоку  з надр Землі.

Практична значимість. Вживання методу кондуктивного нагріву неоднорідних гірських порід при проектуван-
ні дії на призабійні зони пласта та свердловини, що продукують парафінисті нафти, дозволить підвищити їх  поточні  
дебіти.

Ключові слова: кондуктивна теплова обробка свердловин, урахування природного теплового потоку з надр, 
сферично-радіальний тепловий потік

Вступ.1Підвищення продуктивності нафтових све-
рдловин уможливлює, у певній мірі, вирішення поточ-
ної проблеми збільшення видобутку власної нафти в 
Україні й ефективної розробки малоефективних і ма-
лорозмірних родовищ, тенденція відкриття яких пере-
конливо сформувалася в останні роки [1]. Це одна з 
найактуальніших проблем у вітчизняній нафтовидобу-
вній промисловості та у світі загалом [1, 2]. Важливим 
напрямом її розв’язання є способи теплового діяння на 
привибійну зону пласта та на нафтовий поклад у ціло-
му [3].

Аналіз сучасних досліджень і публікацій. Видо-
бування нафти з ряду родовищ Передкарпаття, Дніпро-
всько-Донецької западини і Причорноморсько-Кримсь-
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кого регіону супроводжується випаданням твердого па-
рафіну з нафт, кольматацією ним фільтраційних кана-
лів привибійної зони та зменшенням поточних дебітів 
свердловин [3]. Це зумовлює потребу теплового діяння 
на привибійну зону й поклад [3, 4]. Теплові способи ді-
яння на пласт, залежно від мети й місця діяння, ділять 
на три групи: 1) привибійну зону пласта (шляхом зас-
тосування гирлових і глибинних нагрівальних прист-
роїв, комбінованого теплового оброблення з ін. спосо-
бами інтенсифікації); 2) пласт у цілому (із нагнітанням 
у пласт теплоносіїв та з використанням підземних дже-
рел енергії та палива, зокрема, за способом внутріш-
ньо-пластового спалювання частини нафти; 3) у стов-
бурі свердловини. Аналіз теоретичних і експеримента-
льних досліджень, зіставляння результатів цих дослі-
джень дано в роботі Л.І. Рубінштейна, де розглянуті рі-
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зні способи теплового діяння. Диференціальне рівнян-
ня енергії пластової системи записано у вигляді

( ) 2  ,                            (1)n
Tc cdiv vT T
t

λ∂
= + ∇

∂
d

де сп, с – питомі об’ємні теплоємності відповідно до рі-
дини та насиченого пористого середовища; Т – темпе-
ратура; t – час; vd – швидкість фільтрації; λ – коефіцієнт 
теплопровідності насиченого пористого середовища.

Виділення невирішених раніше частин загаль-
ної проблеми. Невирішеними залишились питання 
поширення теплового поля у вертикальному напрямку, 
у т. ч. з урахуванням природного теплового потоку з 
надр, та сферично-радіальне кондуктивне нагрівання 
анізотропних порід.

Формулювання мети роботи. Метою роботи є до-
слідження вертикальних і сферично-радіальних тепло-
вих потоків у гірських породах.

Висвітлення основного матеріалу. Розглянемо по-
ширення теплового фронту у вертикальному напрямку. 
Ця задача є аналогічною задачі визначення втрат теп-
лоти через покрівлю та підошву пласта [5].

Якщо у пласті є підвищена (чи понижена) темпера-
тура порівняно з геотермічною температурою, то вини-
кає потік теплоти через покрівлю й підошву цього пла-
ста, а також уздовж нього. Для визначення густини по-
току задачу спрощують. Найчастіше припускають, що 
потік теплоти рухається тільки в напрямку, перпенди-
кулярному до напластування. 

Оскільки конвективний потік відсутній (швидкість 
фільтрації 0=vd ), з рівняння енергії (1), за питомої теп-
лоємності сп = const, дістаємо диференціальне рівняння 
теплопровідності

2

п 2                                 (2)дТ д Тc
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або, перетворюючи та перепозначаючи величини,
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де z – вертикальна просторова координата;
0
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т c
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коефіцієнт температуропровідності навколишніх гірсь-
ких порід; λ0, с0 – коефіцієнт теплопровідності та пито-
ма об’ємна теплоємність навколишніх порід, причому 
с0 = сп.

Рівняння (3) за формою запису збігається з відпо-
відним диференціальним рівнянням пружного режиму 
фільтрації (диференціальним рівнянням п’єзопровідно-
сті) стосовно до прямолінійно-паралельного потоку [5]. 
Для його розв’язання можна задавати різні початкові та 
граничні умови. Візьмемо для прикладу такі умови.

Нехай у початковий момент часу температура нав-
колишніх гірських порід є постійною й дорівнює тем-
пературі Т0, а на межі з продуктивним пластом (за 

0z = ) температура також постійна та дорівнює Тпл,
причому Тпл > Т0, тобто
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                             (4)

0, const .
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      У такій постановці розв’язок цієї задачі отримав Че-
кулюк Е.Б., але тільки для зміни тиску при пружному 

режимі фільтрації, відповідно, його записуємо так (тис-
ки формально замінено температурою, а коефіцієнт 
п’єзопровідності – коефіцієнтом теплопровідності)
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Диференціюючи рівняння (5) і підставляючи знай-
дений градієнт температури 

z
Т
∂
∂ у закон теплопровід-

ності Фур’є, одержуємо вираз для густини вертикаль-
ного потоку теплоти q на одиницю площі покрівлі чи 
підошви пласта ( )0=z
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т0
 .             (6)
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Розподіл температури у вищезалеглих гірських по-
родах і втрату теплоти через покрівлю пласта за фор-
мулами (5, 6) показано на рис.1, 2. Звідси робимо ви-
сновок, що через 24 години нагрівання кондуктивне 
поширення теплоти заледве сягає 0,8 м.

z,
м

Т, К

Рис. 1. Розподіл температури T уздовж вертикальної 
координати z у вищезалеглих гірських породах з 
початковою температурою T0 = 320 К, коли в про-
дуктивному пласті підтримується підвищена 
постійна температура Tпл = 360 К (коефіцієнт 
температуропровідності ат = 0,51·10 -6м2/с) у різні 
моменти часу (години): 1 – 0,5; 2 – 1; 3 – 2; 4 – 3; 
5 – 5; 6 – 10; 7 – 24

Якщо умови взяти дещо складнішими, тобто

( )
( ) ( )
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, 0 const;
                     (7)

0, const,
T z T
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то розв’язок (3) можна дістати, наприклад, за допомо-
гою перетворення Лапласа.
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qт,
Вт/м2

t, год.

Рис. 2. Втрата теплоти через покрівлю пласта за 
різних коефіцієнтів теплопровідності λ0 (у 
Вт/(м·К)): 1 – 1,17; 2 – 1,3; 3 – 2,02; причому αт=λ0/ρп,
де густина гірських порід ρп = 2300 кг/м3 (решту 
даних див. рис. 1)

Розглядаємо поширення теплового фронту у верти-
кальному напрямку з урахуванням природного тепло-
вого потоку. Температура надр Землі змінюється з гли-
биною z відповідно до геотерми, тобто має місце при-
родний тепловий потік із надр Землі до її поверхні. Цей 
тепловий потік охарактеризуємо природним геотермі-
чним (геостатичним) градієнтом температури. Здійс-
нимо, з урахуванням геотермічного градієнта темпера-
тури, оцінку величини відстані поширення теплового 
фронту вздовж вертикальної осі від джерела нагріван-
ня. Таке дослідження виконане вперше нами. У такому 
разі теплопровідний потік описується диференціаль-
ним рівнянням теплопровідності, що видно з рівняння 
енергії (1) [6]
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1  ,                     (9)T T
z a z

∂ ∂
=

∂ ∂

де aт – коефіцієнт температуропровідності гірських по-
рід, aт = λz /сп. Джерело нагрівання тут розглядається як 
нескінченна горизонтальна площина, тепловий фронт 
від якої поширюється тільки вздовж вертикалі вверх і 
вниз.

Диференціальне рівняння теплопровідності розв’я-
жемо за таких крайових умов

( )
( ) ,0,0за0,

;0,0заconst,0

тпл

0

=>+=
>===

tzzГTzT
tzTtT                 (10)

де Т0 – температура порід, що підтримується нагріва-
чем; Tпл – початкова пластова (геотермічна, геостатич-
на) температура (за t = 0) в точці розміщення нагрівача 
(за z = 0), причому T0 > Tпл; Гт – геотермічний градієнт; 
z – координата вздовж вертикальної осі, що направлена 
до центра Землі. 

Загальний розв’язок такого рівняння відомий сто-
совно пружного режиму фільтрації рідини та запису-
ється так [5]

∫ += −
2

2ξ
1 ξ),( cdectzT ,                       (11)

де ta
z

т4
ξ= ; с1, с2 – постійні інтегрування; t – час, 

причому ξ = 0 за z = 0 і ξ = ∞ за  t = 0.
Спочатку для розв’язання запишемо другу крайову 

(початкову) умову щодо ξ = ∞ (або t = 0)
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Віднімаючи (11) із (12), отримуємо
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π – інтеграл Пуассона; 1 1 2

с с
π′ = ;

ξ
π

=ξ ∫
ξ
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0

22erfc – інтеграл або функція ймовірностей 

(змінюється від 0 за ζ=0 до 1 за ξ= ∞).
Постійну с´1 знаходимо з першої крайової (гранич-

ної) умови щодо ξ = 0 (або z = 0), що з урахуванням 
(13) набуває вигляду

( ) ( ) 1110пл 010erfc1 сссТТ ′=−′=−′=− .             (14)

Тоді кінцево отримуємо розподіл температури 
вздовж вертикалі (до центра Землі) на різні моменти 
часу у вигляді
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π
−−++= ∫ − ξ21)(),(
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2ξ
пл0Тпл deTTzГTtzT . (15)

Якщо вертикальну вісь спрямуємо вверх від джере-
ла нагрівання (до поверхні Землі), то аналогічно отри-
маємо розподіл температури










π
−−+−= ∫ − ξ21)(),(

ξ

0

2ξ
пл0Тпл deTTzГTtzT . (16)

За отриманими формулами виконуємо розрахунки, 
причому беремо такі вхідні дані: aT = 1,5·10-6 м2/с; 
ГT = 0,023 К/м; Тпл = 315,13 К; Т0 = 333,13 К. Розподіли тем-
ператури подано на рис.3 від джерела нагрівання 
(z = 1500 м) відповідно до поверхні Землі (0 ≤ z ≤ 2000 м)
за формулою (16) на різні моменти часу t і вглиб надр 
Землі від джерела нагрівання (z = 1500 м) – за формулою 
(15).

Аналіз показує, що вплив природного теплового по-
току за прийнятих умов на температурні поля є незнач-
ним. Це пояснюється тим, що через 50 діб нагрівання 
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тепловий фронт поширюється вверх і вниз усього на 8–
10 м, а на такому інтервалі глибини геотермічна темпе-
ратура змінюється незначно (близько 0,4К). Цього й 
слід було очікувати, так як при геотермічному градієнті 
Гт = 0,023 К/м на відстані 10м температура змінюється 
всього на 0,23 К.

Формули розподілу температури з урахуванням 
природного теплового потоку відрізняються від форму-
ли розподілу температури без його врахування (див. 
вище) тільки наявністю доданка ±Гтz.

Густина вертикального потоку теплоти q на оди-
ницю площі покрівлі чи підошви пласта-нагрівача 
(z = 0)











 −
+±λ=

∂
∂

λ−=
= tа

ТТГ
z
Тq

z т

пл0
т0

0
0т π

,           (17)

тобто, через підошву пласта тепловтрати є дещо мен-
шими.

z,
м

                                                           Т, К

Рис. 3. Розподіл температури вздовж вертикалі 
уверх (верхня частина рисунка) і вниз (нижня ча-
стина) від нагрівача, що розміщений на глибині 
1500 м, з урахуванням природного теплового пото-
ку (геотерма Гт) у різні моменти часу (доба): 1 –
1; 2 – 5; 3 – 10; 4 – 20; 5 – 30; 6 – 50

Розглядаємо плоско-радіальне кондуктивне нагрі-
вання теплопровідного пласта. Як відомо, диференці-
альне рівняння теплопровідності за формою запису збі-
гається з диференціальним рівнянням п’єзопровідності 
[5], тобто з диференціальним рівнянням пружного ре-
жиму фільтрації, з відповідним перепозначенням тем-
ператури на тиск і коефіцієнта температуропровідності 
на коефіцієнт п’єзопровідності. В основі цього лежить 
широка фізична аналогія – подібність явищ і процесів 
різної фізичної природи, зокрема, аналогія між полями 
фільтрації рідини й температурним полем.

Формула дебіту свердловини за умови депресії тис-
ку ∆pо = const записується так

0
c

c

c

2( , )  ,                     (18)
ln

kh pQ r t
r t

r

π
πk

µ

∆
=

+

де Q(rc ,t) – дебіт свердловини з радіусом rc в часі t; k, h –
коефіцієнт проникності й товщина пласта; μ – динаміч-
ний коефіцієнт в’язкості рідин;k – коефіцієнт п’єзопро-
відності пласта.

У випадку заданого постійного дебіту свердловини 
0Q = const розподіл тиску у плоско-радіальному пласті 
( )trp , описується основною формулою пружного режи-

му фільтрації

( ) 



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де 








k

−
t

rE
4

2

i
– інтегральна показникова функція; r – бі-

жучий радіус.
Використаємо ці формули для розрахунку темпера-

турного поля, здійснивши в них заміну на основі зіста-
влення законів Фур’є й Дарсі. Тоді записуємо, відпо-
відно
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т т
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деλ – коефіцієнт теплопровідності середовища; 0T∆ =

с 0T T−= – створений на пласт перепад температур; ( )trQ ,

– кількість теплоти, що поширюється у пласті; 0Q – по-
тужність теплонагрівача.

За цими формулами виконали розрахунки, де взято: 

Тп = 325,13 К; ΔТ0 = Т0 – Тп = 50 К; αт=0,51·10-6 м2/с; λ=        

= 2,02 Вт/(м·К);  Q0 = 800Вт/м.

На рис.4,5 видно, що плоско-радіальне кондуктивне 
нагрівання теплоізольованого пласта є малоефектив-
ним, так як тільки протягом тривалої роботи нагрівача 
на вибої свердловини вдається прогріти пласт на прий-
нятну відстань.

Розглядаємо сферично-радіальне теплопровідне на-
грівання анізотропного пласта, тобто задачу нагрівання 
пласта тільки теплопровідним шляхом без запомпову-
вання рідини, наприклад, із застосуванням термоелект-
ронагрівача. У такому випадку швидкість 0v =

d і дифе-
ренціальне рівняння теплопровідності набуває вигляду
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∂
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∂ ,               (22)

де λх, λу, λz – коефіцієнти теплопровідності вздовж де-
картових координат х, у, z. Основним методом розв’я-
зання таких задач для анізотропних середовищ є метод 
ізотропізуючої деформації простору.

Здійснимо ізотропізуючу деформацію простору за 
формулами
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1 = ;
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yсy
λ
із

1 = ;
z

zсz
λ
із

1 = , (23)

де сіз – деяка постійна; x1, y1, z1 – координати ізотропно-
го середовища.

Q(r,t),
Вт/м

                                                             r, м

Рис. 4. Розподіл кількості теплоти Q(r,t), що прохо-
дить через поверхню стовбура свердловини 
радіусом rс = 0,1 м вздовж радіуса r у плоско-
радіально-му пласті, коли Тп = 325,13 К, ΔТ0 = Т0 –
Тп = 50 К, αт=0,51·10-6 м2/с, λ=2,02 Вт/(м·К), у різні 
моменти часу t (доба): 1 – 0,25; 2 – 0,5; 3 – 1; 4 – 2; 5 
– 5; 6 – 10; 7 – 20

ΔТ(r,t),
К

t, доба

Рис. 5. Зміна перепаду температури ΔТ(r,t) = Т(r,t) – Tп
на відстані r від свердловини із радіусом rс = 0,1 м у 
нескінченному плоско-радіальному середовищі гі-
рських порід для умов λ = 2,02 Вт/(м·К), αт = 0,51·
·10 -6 м2/с, у різні моменти часу t, Q0 = 800 Вт/м, для r: 
1 – 0,1м; 2 – 0,2 м; 3 – 0,5м; 4 – 1м

Звідси видно, що постійна сіз може бути вибрана до-
вільно, якщо розв’язок містить тільки відношення ліні-
йних величин. Беремо 6із zyxс λλλ= .

Визначимо коефіцієнт теплопровідності деформо-
ваного ізотропного середовища. Для цього розглянемо 
витрату теплоти за законом Фур’є в анізотропному та 
ізотропному середовищах. 

Величина витрати теплоти після здійснення ізотро-
пізуючої деформації простору повинна залишатися та-
кою ж, як і до цього, тобто ізан qq = . Тоді маємо

11
1

λλ dydx
z
Tdxdy

z
T

z ∂
∂

=
∂
∂ ,                   (24)

а здійснюючи перехід до початкових координат, одер-
жуємо

3 λλλλ zyx= ,                              (25)

тобто коефіцієнт теплопровідності ізотропного середо-
вища дорівнює середньогеометричній величині зна-
чень коефіцієнтів теплопровідності вздовж осей OX, OY,
OZ .

Джерело нагрівання – термоелектронагрівач – є ци-
ліндром, для якого задаємо довжину (висоту) Lн і діа-
метр dн. Аналогічно, як і у фільтраційних задачах, за-
мінюємо такий циліндр еліпсоїдом з осями 2a, 2b, 2c.
Велику піввісь еліпсоїда беремо рівною a = Lн/2, а малі 
півосі b = с; їх визначаємо з умови рівності об’ємів ци-
ліндра та еліпсоїда, звідки

4
6нdcb == .                          (26)

Відтак еліпсоїд замінюємо сферою радіусом r01 із 
умови рівності об’ємів, звідки

23
01 н н

3
16

r L d= .                 (27)

Контур сфери в допоміжному ізотропному середо-
вищі перетвориться в еліпсоїд з півосями
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Такий еліпсоїд замінюємо еквівалентною сферою із 
умови рівності об’ємів
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В анізотропному пласті виділимо концентричну 
сферу радіусом Rк1. Ця сфера, як ізотерма, повинна бу-
ти еліпсоїдом. Абсолютні величини півосей цього еліп-
соїда визначаємо із співвідношень
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звідки знаходимо півосі
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Застосовуємо ізотропізуюче перетворення простору 
та знаходимо величину еквівалентного радіуса сфери 
Rк, тобто

6

к1ізкіз
к λλλλ zyxz

Rcaca ==′ ;
6

к1ізкіз
к λλλλ zyxy

Rcbcb ==′ ;       (33)

6

к1ізкіз
к λλλλ zyxx

Rcccc ==′ ;
6

1кіз
к λλλ zyx

RcR = .

Таким чином, ми прийшли до задачі поширення те-
плопровідного потоку від сфери радіусом r0 у просто-
ровому ізотропному середовищі з коефіцієнтом тепло-
провідності λ, а радіус зони теплового збурення стано-
вить Rк.

Нехай джерело введення теплоти є сферою з радіу-
сом r0, тобто розглядаємо просторовий сферично-раді-
альний теплопровідний потік. Такий потік має сферич-
ну симетрію з радіус-вектором

2 2 2
1 1 1r x y z= + + ,           (34)

а тоді треба розв’язати рівняння
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∂ через r, тоді отримує-

мо диференціальне рівняння теплопровідності у сфери-
чних координатах для сферично-радіального потоку
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Слідом за Е.Б. Чекалюком перетворюємо рівняння 
(36) за допомогою підстановки

rTП = ,                                        (37)

а тоді отримаємо
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т r
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t
П

a ∂
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=
∂
∂                              (38)

де aт – коефіцієнт температуропровідності, aт = λ /cп.
Отримане диференціальне рівняння описує сферич-

но-радіальний теплопровідний потік в однорідному ізо-
тропному середовищі гірських порід. Для конкретного 
розв’язку задачі слід задати граничні й початкові умови.

Відомо, що температура надр Землі зростає з глиби-
ною, тобто вздовж осі OZ1. У горизонтальній площині 
температура всюди є однаковою та дорівнює пластовій 
температурі.

Стосовно до таких температурних умов для тепло-
провідного потоку розв'язок нам не відомий. Якщо для 
часу t = 0 виділимо будь-яку сферу в такому середови-
щі, то температура на цій поверхні сфери буде різною.

Фільтраційні задачі щодо тиску у плоско-радіально-
му пласті з довільним розподілом його вздовж контуру 
живлення розглядались М. Маскетом та І.А. Чарним.  
Тоді, на основі висновків М. Маскета та І.А. Чарного 

щодо тисків на границях фільтраційного потоку, вво-
димо середню температуру на контурі

∫ ==
π4

0
),,(θ),θ,(

π4
1 trTdtrTT (39)

де θ – тілесний кут.
Нехай розріжемо сферу горизонтальною площи-

ною, якій належать осі OX і OY, то температура на вер-
шині верхнього сферичного сегмента  на стільки буде 
меншою, на скільки температура на вершині нижнього 
сег-мента є більшою від температури на колах їх основ. 
А значить немає потреби визначати середню темпера-
туру, так як, очевидно, вона є рівною пластовій темпе-
ратурі Тпл на глибині, тобто T = Тпл.

Розглянемо розв’язки цього рівняння. Загальний ро-
зв’язок рівняння такого типу, коли функцію П форма-
льно замінити на Т, записано вище у вигляді (11). Роз-
в’язок даного рівняння стосовно до просторового сфе-
рично-радіального припливу пружної рідини до куле-
подібної (сферичної) свердловини за умов заданої де-
пресії тиску отримав Е.Б. Чекалюк.

Нехай задано постійний перепад температур ΔТ0 =
= Тпл – Тс = const, тобто Тс = const , де Тс – температура 
джерела нагрівання. Початкові та граничні умови щодо 
температури Т(r, t) мають вигляд
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де rc – радіус сферичної свердловини; Rп – радіус зони 
поширення теплового фронту, де температура дорівнює 
Tп, причому T0 > Tп, ΔT0= T0 – Tп = const.

Розв’язок щодо тиску для таких умов дав Чека-
люк Е.Б., а відтак, за аналогією з цим розв’язком, запи-
суємо
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де ξe
π

2ξerfc
ξ

2ξ d∫
∞

−= – функція (або інтеграл) імовір-

ностей.
Розподіл температури T(r,t) за (41) показано на 

рис. 6.
Аналіз показує, що тепловий фронт поширюється 

на невелику відстань (3–4 м) протягом тривалого часу 
у випадку заданого перепаду температур через стінку 
свердловини, а на розширення фронту проходить що-
раз менше теплоти.

Диференціюючи температуру T(r,t) за формулою 
(41) по радіусу r і підставляючи результат до формули 
закону Фур’є, знаходимо кількість теплоти, що прохо-
дить через поверхню кулі радіусом r за заданого пере-
паду температур
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Т(r,t),
К

r, м

Рис. 6. Розподіл температури ΔТ(r,t) вздовж радіуса r
у сферично-радіальному пласті, коли Тп = 325,13 К,
ΔТ0 = Т0 – Тп = 50 К, αт=0,51·10-6 м2/с, r0 = 1 м, у різні 
моменти часу t ( доба): 1 – 1; 2 – 5; 3 – 10; 4 – 20; 5 –
30; 6 – 50

Результати розрахунку кількості теплоти Q(r,t) по-
дані на рис. 7.

Q(r,t),
Вт

r, м

Рис. 7. Розподіл кількості теплоти Q(r,t), яка прохо-
дить через поверхню „сферичного нагрівача“ ра-
діусом rс = 0,5 м уздовж радіуса r у сферично-раді-
альному середовищі, коли Тп = 325,13 К, ΔТ0 = Т0 –
Тп = 50 К, αт=0,51·10 -6м2/с, λ=2,02 Вт/(м·К), у різні 
моменти часу t (доба): 1 – 0,25; 2 – 0,5; 3 – 1; 4 – 2; 5 –
5; 6 – 10; 7 – 20

За r = rс дана формула описує кількість теплоти, що 
проходить через кулю-свердловину (від “сферичного 
нагрівача”) до нескінченого просторового середовища 
гірських порід
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Результати розрахунку Q(rс,t) подана на рис. 8.
Задаємо у другому випадку постійний тепловий 

потік Q0 = const. Початкові граничні умови щодо теп-
лового потоку будуть такі
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Q(rс,t), 
Вт

t, діб

Рис. 8. Кількість теплоти Q(rс,t), що проходить через 
кулю-свердловину rс =0,5 м (від „сферичного нагрі-
вача“) до нескінченого просторового середовища 
гірських порід за ΔТ0 = Т0 – Тп = 50 К, αт=0,51·10-6м2/с, 
λ=2,02 Вт/(м·К)

Зведемо диференціальне рівняння та умови до од-
них змінних.

Стосовно до сферично-радіального потоку пружної 
рідини за таких крайових умов, коли під функцією Q
розуміється фільтраційний потік, на основі відомого 
взаємозв’язку функцій припливу та депресії Е.Б. Чека-
люк дав розв’язок задачі для зміни депресії тиску на 
вибої свердловини. На основі цього розв’язку маємо 
для наших умов зміну температури на вибої сферичної 
свердловини (“сферичного нагрівача”) при заданому 
тепловому потокові в нескінченному просторовому се-
редовищі гірських порід
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Результати розрахунку ΔT(rс,t) подано на рис. 9.
Як бачимо, для помітного зростання температури 

на певній відстані потрібно тривалий час нагрівати 
пласт.

Висновки. Уперше досліджене питання кондуктив-
ного нагрівання однорідних і анізотропно-неоднорід-
них гірських порід з виділенням вертикальних, плоско-
радіальних і сферично-радіальних потоків, а останній 
об’єднує перші два. Уперше врахований природний те-
пловий потік з надр Землі. Кондуктивне нагрівання гір-
ських порід через 24 години може забезпечити перемі-
щення теплового фронту заледве на 0,8м, тобто є мало-
ефективним. Подальші дослідження слід зосередити на 
обґрунтуванні цієї технології, виходячи з уточненої 
схеми перенесення теплоти в гірських породах у поча-
тковий період теплового оброблення.
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ΔТ(rс,t), 
К

t, доби

Рис. 9. Зміна температури ΔТ(rс,t) на відстані r від 
сферичної свердловини („сферичного нагрівача“) з 
радіусом rс = 0,5 м в нескінченному просторовому 
середовищі гірських порід для умов λ=2,02 Вт/(м·К), 
αт=0,51·10-6 м2/с, у різні моменти часу t, Q0=1900Вт, 
для  r: 1 – 0,5; 2 – 0,7 ; 3 – 0,1; 4 – 1,5м
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Цель. Теоретическое исследование процессов рас-
пространения теплового потока в горных породах.

Методика. Исследованы методы термодинамики не-
фтяного пласта, подземной гидрогазомеханики и изо-
тропизующей деформации пространства.

Результаты. Описана методика тепловых способов 
действия на пласт в зависимости от цели и места дей-
ствия. Данные способы разделены на три группы: 
а) действия на призабойную зону пласта; б) на пласт в 
целом; в) в стволе скважины. Решены задачи оценки 
расстояния распространения теплового фронта во вре-
мени, количества необходимой теплоты для этого, в 
частности: распространение теплового фронта в верти-
кальном направлении (аналогично задаче по определе-
нию потерь теплоты через кровлю и подошву пласта); 
то же с учетом естественного теплового потока из недр 
Земли;  плоско-радиального кондуктивного нагрева; 
сферически-радиального кондуктивного нагрева анизо-
тропных горных пород.

Научная новизна. Впервые исследован вопрос кон-
дуктивного нагрева однородных и анизотропно-неодно-
родных горных пород с выделением вертикальных, пло-
ско-радиальных и сферически-радиальных потоков (по-
следний объединяет первые два) с учетом естественно-
го теплового потока из недр Земли.

Практическая значимость. Применение метода 
кондуктивного нагрева неоднородных горных пород 
при проектировании действия на призабойные зоны 
пласта и скважины, которые продуцируют парафинис-
тые нефти, позволит повысить их текущие дебиты.

Ключевые слова: кондуктивная тепловая обра-
ботка скважин, учет естественного теплового пото-
ка из недр, сферически-радиальный тепловой поток

Purpose. The theoretical investigation of thermal flow 
expansion processes in rocks. 

Methodology. The research employed the methods of 
producing formation thermodynamics, subsurface hydro-
gasmechanics and isotopic space deformation. 

Findings. The article describes the thermal recovery 
methods application with respect to the aim and place of re-
covery. The mentioned above methods were divided into 
three groups: a) affecting the formation zone; b) affecting 
the formation as a whole; c) affecting the borehole. The 
problems of the estimation of thermal front expansion in 
time and quantity of heat required for it were solved. Name-
ly: 1) thermal front expansion in vertical direction (by anal-
ogy with the problem of estimation of heat loss through the 
cover and surface of a stratum); 2) thermal front expansion 
with regard for natural thermal flow from the entrails of the 
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earth; 3) flat-radial conductive heating; 4) spherical-radial 
conductive heating of anisotropic rocks.

Originality. The problem of conductive heating of ho-
mogeneous and anisotropic-heterogeneous rocks with the 
specification of vertical, flat-radial and spherical-radial 
flows (the last one combines the first two) including the nat-
ural thermal flow from the entrails of the earth.

Practical value. The application of the heterogeneous 
rock conductive heating method during planning the influ-

ence on the formation bottom zone and the wells, which 
produce paraffinaceous oils, may allow increasing their pro-
ductive rates.

Keywords: conductive heat treatment of a well, con-
sidering natural heat flow from the bowels of the Earth, 
spherically radial heat flow
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ДИНАМІКА ПУСКУ ВІБРАЦІЙНИХ МАШИН З ДЕБАЛАНСНИМ 
ПРИВОДОМ У ВИПАДКУ ПЛОСКИХ КОЛИВАНЬ НЕСУЧОГО ТІЛА
Purpose. Improvement of dynamic and power descriptions of the vibration machines with inertia vibration exciters.
Methodology. The vibration mechanics approaches and motions direct division method were used for analytical research-

es. The vibromachines running processes were designed using the numeral integration of mechanical vibration system motion 
equalizations and the electromagnetic transients equalizations in asynchronous electric motors in the Maple software envi-
ronment.

Findings. Expressions for vibration moments (additional dynamic loading caused by the bearing body’s vibrations) during 
the resonant zone passage by vibration machines with the bearing body flat vibrations both with one arbitrarily located vibra-
tion exciter and with two self-synchronization vibration exciters for the different starting  modes have been received in an ana-
lytical form. The running process improvement possibilities of vibration machines with unbalanced vibration exciters were 
demonstrated by using the “double” (in case of one vibration exciter) and “separate” (in case of two vibration exciters) electric 
motors starting methods. The first method bases on using semi-slow vibrations arising in the resonant zone, and that in the en-
gine-off case in this zone, the vibratory torque acting on its rotor becomes rotating. The conditions when the separate starting 
is effective were shown. The conclusions and practical recommendations that allow facilitating vibration machines with an 
unbalanced drive starting were drawn.

Originality. Theoretical positions of vibration machines with unbalanced vibration exciters running dynamics that are op-
erated by the asynchronous electric motors with limited power received further development.

Practical value. The results of the research allow us to decrease the working body resonant vibrations of vibration ma-
chines, dynamic loading on the electric motor rotor and machine construction elements, electric drive necessary power, and 
currents inrush.

Keywords: vibration machine, unbalanced vibration exciter, resonant zone, double starting, separate starting, vibration 
moment, self-synchronization

Posing the problem and its connection with the main 
scientific tasks.2The problems solutions of vibration sys-
tems with inertial drive run-up and run-down is of consid-
erable interest for vibration technical devices. At inertial vi-
bro-exciter passage through the natural frequencies zone, 
the resonances vibrations may occur which cause both a 
dynamic loads sufficient rise on the electric motor rotor, on 
machine bearing construction elements and additional 
power losses in the system. So, the vibration machine with 
unbalanced drive start it is necessary the electric drive 
power sufficiently exceeding the power necessary for oper-
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ating in stationary mode (2–5 times as large by some data). 
In addition to that, in case of large machines with the drive 
from asynchronous type electric motors the inrush starting 
current influences negatively on the feeding electrical grid. 

In order to vibrations level decline while passing the 
resonance zone the various methods and means are used –
from vibro-exciters with automatically regulated unbalance 
static moment to algorithms with feedback. No doubt, that 
for successful realization of the last ones it is important to 
have more thorough conception about the occurring pro-
cesses dynamics. 

The analysis of latest investigations. The survey of in-
vestigations, concerning the inertial vibro-exciter resonance 
zone passing may be found in [1–3]. In the last years, a 


