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но заходи зі зниження екологічного навантаження на
гірничодобувні регіони.
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нологія, парниковий ефект, вугільний пласт

Possibilities of diaphragm installations application 
for depuration of underground coal gasification prod-
ucts by the method of filtration are substantiated. Ap-
plication of modern diaphragm gas separator allows 
dissociating main ballast gases (СО2, Н2S і N2) from 
combustible gases appearing in the process of under-

ground coal gasification. The structural characteristics 
of implementation of the mentioned options and tech-
nology of power gas depuration are resulted. Measures 
reducing environment pollution load in mining regions 
are offered. 

Keywords: gasification, cogeneration technology, 
greenhouse effect, coal seam 

Рекомендовано до публікації докт. техн. наук
В.І. Бузилом. Дата надходження рукопису 11.02.11 

УДК 624.041 

О.О. Ткач, канд. техн. наук Державний вищий навчальний заклад „Національний гір-
ничий університет“, м. Дніпропетровськ, Україна
e-mail: mgstkach@ukr.net 

ДЕЯКІ ЗАДАЧІ ПРО ЗУСИЛЛЯ В БАЛКАХ

O.O. Tkach, Cand. Sci. (Tech.) State Higher Educational Institution “National Mining  
University”, Dnipropetrovsk, Ukraine 
e-mail: mgstkach@ukr.net 

CERTAIN PROBLEMS CONCERNING INTERNAL FORCES IN BEAMS 

Знайдено аналітичний розв’язок задачі про опорні реакції нерозрізних багатопрогонових балок, що заванта-
жені рухомою групою сил. Запропоновано узагальнену розрахункову схему, яка дозволяє будь-яку балку після
складання функцій опорних реакцій подати як консольну, і спеціальні функції розподілу вздовж балки внутрішніх
зусиль від рухомої групи сил. Ортогональні до осей координат перерізи поверхневих графіків цих функцій є ліні-
ями впливу й епюрами внутрішніх зусиль. Показано також можливість застосування інших плоских перерізів по-
верхневих графіків для пошуку максимальних внутрішніх зусиль у нормальних перерізах балок.

Ключові слова: балки, епюри, лінії впливу, внутрішні зусилля, пошук максимуму, програмування

Вступ. 5 Кожна науково-технічна теорія несе відби-
ток не тільки природних явищ і процесів, які вона опи-
сує, але й обчислювальних методів, що були поширені
на час її становлення. Тому корисно час від часу перег-
лядати існуючі теорії з метою пристосування їх до но-
вих можливостей обчислювальної техніки і математич-
ного забезпечення. У цій статті зроблена спроба
переглянути з таких позицій задачі будівельної механі-
ки про внутрішні зусилля в балках, керуючись принци-
пом „від елементарного до складного, від складного до
найскладнішого“,що є ефективним у програмуванні.

Оскільки балкові конструкції залишаються дуже
поширеними в різних областях будівництва, можна
сподіватися, що результати цієї роботи знайдуть за-
стосування у відповідних обчислювальних програмах.

Аналіз стану проблеми. Усі більш-менш складні
розрахунки будівельних конструкцій тепер викону-
ють за допомогою комп’ютерних програм, що пере-
важно, засновані на методі скінченних елементів.
Але, як і всі чисельні методи, цей метод не підходить
для аналітичного розв’язання задач.

Метод сил у вигляді рівнянь трьох моментів [1; 
с. 241–244], що до поширення комп’ютерних техно-
логій використовувався для розрахунку нерозрізних
балок, є також орієнтованим на чисельні результати.
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Ще й досі послуговуються рівняннями трьох момен-
тів, якщо недоступні програми типу SCAD або LIRA, 
але аналітичні [2; стб. 716] розв’язки рівнянь трьох
моментів одержані лише для окремих випадків. На-
приклад, у [3; с. 240] запропоновано аналітичний
розв’язок задачі про згинальні моменти в нерозрізній
балці з рівними прогонами, що завантажена зосере-
дженим моментом сил на одному з кінців.

Для застосування результатів окремих елементар-
них обчислень у розв’язанні складніших задач часто
користуються принципом незалежності дії сил [3; 
с. 28, 29]. Так, за допомогою цього принципу і функ-
ції згинальних моментів, що є розв’язком вищезгада-
ної задачі, можна записати функцію згинальних мо-
ментів у нерозрізній балці, що завантажена різними
зосередженими моментами на обох своїх кінцях. На-
жаль, подальші узагальнення аналітичного розв’я-
зання задачі [3; с. 240] неможливі.

Назвемо функцією внутрішнього зусилля (згина-
льного моменту або поперечної сили) функцію двох
аргументів, один з яких задає розташування зовніш-
ніх сил, а другий – перерізу, в якому визначається
внутрішнє зусилля. Найпростіше складати функції
зусиль для консольної балки. Цей окремий випадок
не вимагає попереднього обчислення опорних реак-
цій. Можна записати функції внутрішніх зусиль для
окремої одиничної зосередженої сили, що рухається
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iA − площа перерізу; iYk , − коефіцієнт форми перері-
зу [3; с. 192]; i − коефіцієнт Пуассона матеріалу для
i-го прогону.

Елементи матриці-стовпця C (вантажні або вільні
члени) теж знаходять за допомогою інтегралів Мора

dz
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де zMM iXiX ,, і zQQ iYiY ,, − епюри згиналь-
них моментів і поперечних сил від дії одиничного
моменту в i-й відкинутій зв’язці над i-ю опорою;

kzMM PXPX ,,,, і kzQQ PYPY ,,,, − епюри
згинальних моментів і поперечних сил від дії зовні-
шнього навантаження, тобто від одиничної рухомої
сили, що перебуває в k-му прогоні на відстані від

)1(k -ї опори. За наближених обчислень (як прави-
ло, саме їх застосовують на практиці) у правій части-
ні формули (4) залишають лише перший доданок. Із
вигляду формули (4) випливає, що вільні члени ic є

функціями двох аргументів k і : kcc ii , . Усі

елементи ic , крім деяких, дорівнюють нулю. Окремі
елементи, що відмінні від нуля, за наближеними фо-
рмулами (які враховують тільки вплив згинальних
моментів на переміщення) мають вигляд функцій
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Усі формули (5) можна звести до однієї, якщо
скористатися дельта-функцією Кронекера
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яка може бути виражена через функцію Хевісайда
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Функція Хевісайда в загальному вигляді може бути
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За уточненими формулами в усіх випадках, коли
одинична сила не перебуває на консолях, поправки,
що враховують поперечну силу, дорівнюють нулю:

0,1, kQkQ cc . Якщо ж одинична сила перебуває
на одній з консолей, то відмінні від нуля поправки
дорівнюють для лівої і правої консолей відповідно
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Рішення матричного рівняння (1) має вигляд
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Формула (8), з урахуванням (2), (3), (5), …, (7), ви-
значає реакції відкинутих зв’язок як функції двох аргу-
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Рис. 10. Лінія впливу поперечної сили в перерізі праворуч поблизу від 9-ї опори ( мy 54 )

Якщо одержані результати уточнити чисельним
розрахунком, то з’ясується, що, насправді, екстрема-
льні точки, як і самі екстремуми, хоч і дуже близькі
до тих, що одержані з графіків, але все-таки трохи
інші. Наприклад, максимальний за абсолютною ве-
личиною згинальний момент досягається не в точці

мx 2,2 , а в точці мx 199,2 і складає не
мкН280 , а мкН427,276 . На рис. 7 вершина по-

верхні моментів має позначку більшу від 270 і меншу
від 280, що узгоджується з чисельним результатом і
підтверджує достатню для практики точність фраг-
мента поверхневого графіка. Але правдивість одер-
жаних результатів залежить від правдивості нашого
припущення про точки екстремумів, і обґрунтоване
дослідження на екстремум функцій внутрішніх зу-
силь заслуговує бути темою окремої статті.

Висновки. Метод обчислення внутрішніх зусиль
у балках можна подати в зручній для програмування
формі, якщо знайти аналітичне розв’язання задачі
про опорні реакції від одиничної сили, що рухається
вздовж балки, і узагальнити розрахункову схему та-
ким чином, щоб можна було будь-яку балку зобрази-
ти як консольну. Першого можна досягти за допомо-
гою функції Хевісайда, другого − умовним
подовженням балки у нескінченність, де існує удава-
не защемлення її кінця.

Пошук екстремумів можна вдосконалити застосу-
ванням поверхневих графіків внутрішніх зусиль та їх
плоских зрізів, якими є епюри, лінії впливу і графіки
спеціальних функцій, що названі діагональними.
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Найдено аналитическое решение задачи об опор-
ных реакциях неразрезных многопролетных балок,
загруженных подвижной группой сил. Предложены
обобщенная расчетная схема, позволяющая любую
балку после составления функций опорных реакций
представить как консольную, и специальные функ-
ции распределения вдоль балки внутренних усилий
от подвижной группы сил. Ортогональные к осям ко-
ординат сечения поверхностных графиков этих
функций являются эпюрами и линиями влияния
внутренних усилий. Показана также возможность
применения других плоских сечений поверхностных
графиков для поиска максимальных внутренних уси-
лий в нормальных сечениях балок.

Ключевые слова: балки, эпюры, линии влияния,
внутренние усилия, поиск максимума, программирование

The analytical solution of the problem of support 
reactions of multispan beams loaded by several moving 
forces has been found. The generalized model of beam 
that allows presenting of any beam as a cantilever after 
finding the functions of the supporting reactions and spe-
cial functions of distribution of internal forces from sev-
eral moving forces along the beam have been proposed. 
Sections of the surface graphs of these functions, ortho-
gonal to the axes of coordinates, are diagrams and influ-
ence lines of internal efforts. The possibility of use of 
other plane sections of the surface graphs to determine 
internal efforts in the cross sections of beams was pre-
sented as well. 

Keywords: beams, diagrams, influence lines, inter-
nal forces, maximum seeking, programming
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