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при снижении концентрации метана до допустимой
струи согласно ПБ.

Для решения поставленных задач составлены и
решены дифференциальные уравнения.

Предлагаемые методики подтверждены решением
численных примеров.
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Розглядаються питання визначення основних ха-
рактеристик системи вентиляції тупикових виробок з
урахуванням конкретних аеродинамічних характери-
стик вентиляторів місцевого провітрювання. При рі-
шенні поставленої задачі розглянуто варіанти вико-
ристання гнучких трубопроводів. Достовірність за-

пропонованої методики підтверджується чисельними
розрахунками. Практична цінність роботи полягає в
розробці універсальної моделі вентиляційної системи
тупикової виробки, що дозволяє враховувати всі
складові джерела тяги і трубопровід при різних варі-
антах провітрювання.

Ключові слова: тупикові виробки, параметри
вентиляції, концентрація метану

The questions of determination of basic features of the 
ventilation system in dead-ended mine workings are ex-
amined taking into account concrete aerodynamic descrip-
tions of ventilators of local ventilation. Variants using 
flexible conduit for solving the problem are considered. 
Authenticity of the offered method is confirmed by numer-
ical calculations. The practical value of work consists in 
development of universal model of the ventilation system 
of the dead-ended mine working, allowing to take into ac-
count all of constituents of source of draught with different 
variants of ventilation. 
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ON THE ISSUE OF DEVELOPMENT OF NUMERICAL METHOD FOR 
CALCULATION OF MULTIPHASE FLOWS DYNAMICS 

Предложено математическое обеспечение для расчета нестационарных многофазных течений в элементах
насосных и эрлифтных гидроподъемов минерального сырья со дна Мирового океана. Получены характеристи-
ческие соотношения для системы дифференциальных уравнений, описывающих движение двухфазной и трех-
фазной смеси в трубопроводе в рамках раздельной модели течения. Разработанный подход к расчету динамики
многофазных потоков открывает широкие возможности для проектирования глубоководных насосных устано-
вок и анализа их эксплуатационных режимов.

Ключевые слова: гидросмесь, гидроподъем, насосный гидроподъем, твердые полезные ископаемые, глубо-
ководная добыча

В15 настоящее время Украина ощущает дефицит
некоторых стратегических цветных металлов, добы-
ваемых традиционным способом из материковых ме-
сторождений. Поэтому дальнейшее экономическое
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развитие нашей страны напрямую связано с освоени-
ем рудных месторождений Мирового океана.

Решением Совета национальной безопасности и
обороны Украины от 16 мая 2008 года „О мероприя-
тиях по обеспечению развития Украины как морского
государства“, приведенным в действие указом Прези-
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дента Украины № 463/2008 от 20 мая 2008 года, пре-
дусмотрена разработка новой „Национальной про-
граммы исследований и использования ресурсов
Азово-Черноморского бассейна, других районов Ми-
рового океана на 2009-2034 годы“. Таким образом,
разработка технических средств подъема полезных
ископаемых с морского дна на базовое средство, при-
обретает особую актуальность.

Данная статья посвящена актуальной проблеме,
связанной с гидроподъемом минерального сырья в
составе горно-морских предприятий при освоении
рудных месторождений Мирового океана.

Среди известных способов гидроподъема горной
массы специалисты выделяют конкурирующие на се-
годняшний день насосный и эрлифтный варианты [1-
3]. В гидравлических трактах таких установок реали-
зуются многофазные течения, физика которых несо-
измеримо сложнее физики однородных жидкостей.

Как известно, нестационарное движение однород-
ной жидкости в трубопроводах описывается диффе-
ренциальными уравнениями в частных производных
гиперболического типа, эффективным средством ре-
шения которых является метод характеристик [4]. В
случае же нестационарных течений многофазных по-
токов система уравнений значительно усложняется и,
в общем случае, теряет свою гиперболичность [5], 
что означает, что задача Коши с начальными данны-
ми, заданными на нехарактеристической поверхно-
сти, однозначно неразрешима.

Существуют различные подходы к расчету дина-
мических характеристик многофазных потоков [6-
10], опирающиеся на разной сложности математиче-
ские модели движения смеси. В работе [11] разрабо-
тана универсальная раздельная модель движения
трехфазной смеси и получено обобщенное выраже-
ние для определения скорости распространения уп-
ругих волн в трехфазных средах, однако вопрос о
способе численного интегрирования полученной сис-
темы уравнений остался открытым, т.к. на сегодняш-
ний день для нее не были выведены характеристиче-
ские соотношения.

По убеждению авторов, наиболее достоверные
параметры нестационарных многофазных течений
могут быть получены только на базе характеристиче-
ских соотношений системы дифференциальных
уравнений, описывающих динамику многофазных
потоков с наиболее полным учетом сил межфазного
взаимодействия [11]. 

Целью данной статьи является получение харак-
теристических соотношений для системы дифферен-
циальных уравнений, описывающей движение мно-
гофазных потоков в рамках раздельной модели для
последующей разработки комплексного метода рас-
чета динамики многофазных потоков.

Рассмотрим гидросмесь, содержащую одну дис-
кретную фазу: твердые частицы. Движение будем
рассматривать с континуальной точки зрения, считая,
что твердые частицы движутся со своей скоростью.
Предположим, что движение одномерное. Пренебре-
гаем силами непосредственного трения частиц о

стенки трубопровода, а также считаем, что собствен-
ная скорость частиц мала, по сравнению со скоро-
стью звука в смеси.

При сделанных допущениях математическая мо-
дель течения двухфазной гидросмеси может быть
представлена следующей системой дифференциаль-
ных уравнений неразрывности (1), (2) и движения (4), 
(5), записанных соответственно для жидкой и твер-
дой фаз [11] 
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где K1, E1, ν1 – модуль объемного сжатия, модуль
Юнга и коэффициент Пуассона твердых частиц; Kж – 
объемный модуль упругости жидкости; aж – скорость
звука в чистой неограниченной жидкости; R1 – экви-
валентный радиус твердых частиц; k1 – коэффициент,
учитывающий влияние несферичности, а также кон-
центрации твердых частиц на присоединенные мас-
сы; g – ускорение силы тяжести;  – угол наклона
трубопровода к горизонту; D – диаметр трубопрово-
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да; λ – коэффициент Дарси; t – время; Cxт – коэффи-
циент сопротивления твердых частиц; Ci – объемная
концентрация фазы; p – давление; ρi – истинная
плотность фазы; ρi

* –приведенная плотность фазы; Vi
– скорость фазы; x – продольная координата. Индек-
сы обозначают: “0” – вода; “1” – твердые частицы;
“см” – смесь.

Заметим, что производная от концентрации C1
входит только в уравнения неразрывности. Поэтому,

выразив производную t
C1 из уравнения (2) и под-

ставив ее в уравнение (1), получим общее уравнение
неразрывности вида
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При этом общая система уравнений (1)-(4) разби-
вается на две подсистемы: первая подсистема, кото-
рая состоит из уравнений (3)-(5) и содержит произ-
водные только от величин V0, V1, V2 и p, но не содер-
жит производных от концентрации C1, и вторая под-
система, состоящая из уравнения (2), которое содер-
жит производные по времени от C1 и связано с пер-
вой подсистемой через производные от величин p и
V1. В свою очередь, первая подсистема связана со
второй подсистемой только через значение концен-
трации C1 (но не ее производной), которая входит как
в коэффициенты первой подсистемы, так и в правые
части выражений для 0 , 1 .

Из первой подсистемы (3)-(5) определяются ско-
рости распространения возмущений в смеси и харак-
теристические соотношения на фронтах возмущений.
А уравнение (2) представляет собой, по сути дела,
обыкновенное дифференциальное уравнение для оп-
ределения изменения концентраций C1 с течением
времени в каждой фиксированной точке x трубопро-
вода после того, как на каждом временном слое вре-
мени t уже определены значения V0, V1 и p как функ-
ции координаты x.

Перейдем к исследованию характеристик для
подсистемы (3)-(5). 

Пользуясь процедурой определения характери-
стик на фазовой плоскости (x,t), введем характери-
стическую кривую x = x(t) (фронт распространения
возмущений) и запишем производные вдоль этой
кривой в виде [4]  
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где D = x'(t) - скорость распространения фронта воз-
мущений.
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Условием того, что кривая x = x(t) есть характери-
стикой, является равенство нулю характеристическо-
го определителя, составленного из коэффициентов

системы (7)-(9) при производных x
V0 , x

V1 и x
p

.

Этот определитель имеет нулевой корень
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Выражение (10) означают, что в принятом при-
ближении (т.е. при условии пренебрежения конвек-
тивными членами в исходных дифференциальных
уравнениях) характеристиками (двойной кратности)
на плоскости (x,t) являются все прямые x = const [5]. 

Два ненулевых корня (11) соответствуют акусти-
ческим характеристикам, которые представляют со-
бой фронты распространения возмущений вверх и
вниз по потоку соответственно со скоростями

;01
1

DD
dt
dx (13) 

.02
2

DD
dt
dx

(14)

Как известно из общей теории характеристик, на
каждой характеристической кривой должна выпол-
няться определенная взаимосвязь между гидродина-
мическими параметрами среды – характеристическое
соотношение.

Найдем сначала характеристическое соотношение
на акустических характеристиках. Это соотношение
определяется приравниванием к нулю определителя,
который получается из характеристического опреде-
лителя системы (7)-(9) путем замены любого его
столбца столбцом правых частей B1, B2, B3
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После соответствующих преобразований, соот-
ношение на акустических характеристиках можно
представить в следующем виде
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В выражениях (15), (16) скорость D0 определяется
формулой (12), а функция Ψ имеет следующее выра-
жение
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Подчеркнем, что характеристические соотноше-
ния на акустических характеристиках представляют
собой связь между полными дифференциалами
функций p, V0 и V1 вдоль этих характеристик, но они
не содержат дифференциалов концентрации C1.

Перейдем к определению характеристического
соотношения на семействе D = 0. Это соотношение
проще всего получить из системы уравнений (8)-(9), 
положив в ней D = 0. Тогда получим такие равенства
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которые выполняются при каждом x = const. Исклю-

чив из (18) производную x
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характеристическое условие
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выполняющееся на линиях x = const. 
В развернутом виде уравнение (19) имеет вид
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Характеристическое условие (20) выполняется
вдоль линий x = const, так что содержащиеся в них
дифференциалы dV0 и dV1 означают приращения со-
ответствующих функций по времени в каждом фик-
сированном сечении трубопровода.

Отметим, что характеристическое соотношение (21) 
не содержит дифференциалов от концентрации C1.

Таким образом, в общем случае смеси жидкости с
твердой дискретной фазой имеется три семейства ха-
рактеристик, вдоль каждого из которых выполняется
некоторая связь между полными дифференциалами
искомых функций dp, dV0 и dV1.

Дифференциал концентрации dC1 в эти характе-
ристические соотношения не входит. Значение кон-
центрации C1 подлежит определению из решения
дифференциального уравнения (2), которое по отно-

шению к t
C1

являются, по сути дела, обыкновен-

ным дифференциальным уравнением, что позволяет
осуществить его численное интегрирование с помо-
щью конечно-разностных схем.

Следует отметить, что в реальных насосных гид-
роподъемах всегда содержится газовая фаза, влияни-
ем которой на величину скорости звука в смеси пре-
небрегать нельзя [12]. 

Рассмотрим гидросмесь, состоящую из несущей
жидкости и двух дискретных фаз: твердых частиц и
газовых пузырей. Будем предполагать, что движение
одномерное. Пренебрегаем силами непосредственно-

го трения частиц о стенки трубопровода, взаимо-
влиянием твердых и газообразных частиц, а также
считаем, что собственные скорости фаз малы, по
сравнению со скоростью звука в смеси.

При сделанных допущениях математическая мо-
дель течения трехфазной гидросмеси может быть
представлена следующей системой дифференциаль-
ных уравнений неразрывности и движения, записан-
ных соответственно для жидкой, твердой и газооб-
разной фаз [11] 
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где K2 – модуль объемного сжатия газовых пузырь-
ков; R2 – эквивалентный радиус газовых пузырьков;
k2 – коэффициент, учитывающий влияния несферич-
ности, а также концентрации пузырьков воздуха на
присоединенные массы; индекс „2“ обозначает вели-
чины, относящиеся к пузырькам газа.

Заметим, что производные от концентраций C1 и
C2 входят только в уравнения неразрывности. Поэто-

му, выразив производную t
C1 из уравнения (23), а

производную t
C 2 из уравнения (24) и подставив их

в уравнение (22), получим общее уравнение нераз-
рывности вида
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При этом общая система уравнений (22)-(27), как
и в случае с двухфазной смесью, разбивается на две
подсистемы: первая подсистема, которая состоит из
уравнений (25), (26), (27) и (28) и содержит произ-
водные только от величин V0, V1, V2 и p, но не содер-
жит производных от концентраций C1 и C2, и вторая
подсистема (23), (24), которая содержит производные
по времени от C1 и C2 и связана с первой подсисте-
мой через производные от величин p, V1 и V2. В свою
очередь, первая подсистема связана со второй под-
системой только через значения концентраций C1 и
C2 (но не их производных), которые входят как в ко-
эффициенты первой подсистемы, так и в правые час-
ти выражений для 0 , 1 и 2 .

Из первой подсистемы (25)-(28) определяются
скорости распространения возмущений в смеси и ха-
рактеристические соотношения на фронтах возмуще-
ний. Вторая подсистема (23), (24) представляет со-
бой, по сути дела, систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений для определения изменения
концентраций C1 и C2 с течением времени в каждой
фиксированной точке x трубопровода после того, как
на каждом временном слое времени t уже определе-
ны значения V0, V1, V2 и p как функции координаты x.

Перейдем к исследованию характеристик для
подсистемы (28), (25)-(27). Пользуясь процедурой
определения характеристик на фазовой плоскости
(x,t), введем характеристическую кривую x = x(t)

(фронт распространения возмущений) и запишем
производные вдоль этой кривой в виде [4] 
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где D = x'(t) - скорость распространения фронта воз-
мущений.

Исключим из системы (28), (25)-(27) частные
производные от неизвестных функций по времени
при помощи соотношений (29), (30). В результате
получим следующую систему уравнений для произ-

водных x
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Условием того, что кривая x = x(t) есть характери-
стикой, является равенство нулю характеристическо-
го определителя, составленного из коэффициентов
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системы (31)-(34) при производных
x

V0 ,
x
V1 ,

x
V2 и

x
p . В отличие от случая двухфазной смеси, этот оп-

ределитель имеет два нулевых корня
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и два корня, равные
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Выражения (36) означают, что в принятом при-
ближении (т.е. при условии пренебрежения конвек-
тивными членами в исходных дифференциальных
уравнениях) характеристиками (двойной кратности)
на плоскости (x,t) являются все прямые x = const [5]. 

Два ненулевых корня (37), как и прежде, соответ-
ствуют акустическим характеристикам, которые
представляют собой фронты распространения воз-
мущений вверх и вниз по потоку, соответственно со
скоростями
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Выражение (37) для скорости распространения
возмущений (она же является скоростью гидроудара)
в смеси жидкости с твердыми (но упруго сжимаемы-
ми) частицами и газовыми пузырьками получено в
[12] из системы дифференциальных уравнений раз-
дельного движения жидкой, твердой и газообразной
фаз с наиболее полным учетом сил межфазного

взаимодействия и, прежде всего, сил инерционной
природы.

Найдем сначала характеристическое соотношение
на акустических характеристиках. Это соотношение
определяется приравниванием к нулю характеристи-
ческого определителя системы (31)-(34) при замене
любого его столбца столбцом правых частей B1, B2,
B3, B4
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Раскроем полученный определитель
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После соответствующих преобразований, соот-
ношение на акустических характеристиках можно
представить в следующем виде
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В выражениях (41), (42) скорость D0 определяется
формулой (37), μ и A – формулами (38), а функция Ψ
имеет следующее выражение
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Отметим, что структура всех полученных формул
такова, что индексы „1“ (твердые частицы) и индек-
сы „2“ (газообразные частицы) входят в эти выраже-
ния симметрично и от перестановки индексов „1“ и
„2“ формулы не изменяются.

Подчеркнем, что характеристические соотношения
на акустических характеристиках представляют собой
связь между полными дифференциалами функций p,
V0, V1 и V2 вдоль этих характеристик, но они не содер-
жат дифференциалов концентраций C1 и C2.

Перейдем к определению характеристических со-
отношений на семействе D = 0. Поскольку это семей-
ство двукратное, то на нем должно выполняться два
условия. Эти условия проще всего получить из сис-
темы уравнений (31)-(34), положив в ней D = 0. Тогда
из (32)-(34) получим такие равенства
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которые выполняются при каждом x = const. Исклю-

чив из (44) производную x
p

, получим два следую-

щих характеристических условия
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выполняющихся на линиях x = const. 
В развернутом виде уравнение (45) имеет вид
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где обозначено
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Уравнение (49) получается из уравнения (47) с
заменой индекса „1“ на „2“ и наоборот, и имеет вид



ISSN 2071-2227, Науковий вісник НГУ, 2011, № 2 147

П О Т У Р А Ї В С Ь К І  Ч И Т А Н Н Я

1
11

0
22112

21 222
1

2
11 dV

kC
dV

kCkCk
CC

,0
22

1 22
222

0

2
21 dtdV

kCk
CC  (49) 

где

00

2
212 2

sin11
тр

смсмсм

D
VV

gCC

.
1

8
3
8
3

2020
2

1

1010
1

1

VVVV
R

CC

VVVV
R
CC

xв

xт

 (50) 

Характеристические условия (47), (49) выполня-
ются вдоль линий x = const, так что содержащиеся в
них дифференциалы dV0, dV1 и dV2 означают прира-
щения соответствующих функций по времени в каж-
дом фиксированном сечении трубопровода.

В общем случае смеси жидкости с твердой и газо-
образной дискретными фазами имеется четыре се-
мейства характеристик (семейство D = 0 является
двукратным), вдоль каждого из которых выполняется
некоторая связь между полными дифференциалами
искомых функций dp, dV0, dV1 и dV2.

Дифференциалы концентраций dC1 и dC2 в эти
характеристические соотношения не входят. Значе-
ния концентраций C1 и C2 подлежат определению из
решения дифференциальных уравнений (46), (47), 

которые по отношению к t
C1 и t

C2 являются

обыкновенными дифференциальными уравнениями,
что позволяет осуществить их численное интегриро-
вание с помощью конечно-разностных схем.

Таким образом, на базе выполненных исследований
может быть сформулирован следующий научный ре-
зультат. Впервые получены характеристические соот-
ношения для системы дифференциальных уравнений,
описывающих движение двухфазной и трехфазной сме-
си в трубопроводе в рамках раздельной модели течения.

Основываясь на вышесказанном, можно сделать
вывод, что разработанный подход к расчету динами-
ки многофазных потоков на базе классического мето-
да характеристик открывает широкие возможности
для проектирования глубоководных насосных уста-
новок, анализа их эксплуатационных режимов, а так-
же является мощным инструментом в руках разра-
ботчиков программного обеспечения для этих целей.

Дальнейшим этапом работы является реализация
разработанного подхода в виде программно-
алгоритми-ческого комплекса для расчета глубоко-
водных насосных гидроподъемов в рамках соответст-
вующего метода, работа над которым ведется в на-
стоящее время.
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Запропоновано математичне забезпечення для ро-
зрахунку нестаціонарних багатофазних течій в еле-
ментах насосних та ерліфтних гідропідйомів мінера-
льної сировини з дна Світового океану. Отримано
характеристичні співвідношення для системи дифе-
ренційних рівнянь, що описують рух двофазної та
трьохфазної суміші в трубопроводі в межах розділь-
ної моделі течії. Розроблений підхід до розрахунку
динаміки багатофазних потоків відкриває широкі
можливості для проектування глибоководних насос-
них установок та аналізу їх експлуатаційних режимів.

Ключові слова: гідросуміш, гідропідйом, насос-
ний гідропідйом, тверді корисні копалини, глибоково-
дний видобуток
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П О Т У Р А Ї В С Ь К І  Ч И Т А Н Н Я

The mathematical basis for the calculation of nonsta-
tionary multiphase flows in the pump- and airlift-based 
deep-sea hydrohoist is suggested. The authors obtained 
characteristic relations for the system of differential equa-
tions describing the motion of a two-phase and three-phase 
mixture in a pipeline using a new separate flow mod-
el. The approach to calculating the dynamics of multiphase 

flows opens up opportunities for designing deep-water 
pumping systems and analysis of their operational modes. 

Keywords: slurry, hydrohoist, pump-based hydro-
hoist, solid minerals, deep-sea mining 
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